Лабораторная работа 2
Парный регрессионный анализ
Цель работы: изучить методы построения математических моделей, описывающих взаимосвязи между двумя случайными величинами, с помощью регрессионных уравнений и характеристики адекватности математической модели; построить регрессионную модель.
Краткие теоретические сведения

Моделью называется записанная на определенном языке (естественном, математическом и др.) совокупность знаний, представлений и гипотез о соответствующем объекте или явлении. Моделирование – это замещение одного объекта другим с целью получения информации о важнейших свойствах объекта-оригинала с помощью объекта-модели. 
Математической моделью называется совокупность знаний, представлений и гипотез о процессе или явлении, записанная на языке математических символов.

Разработка математической модели состоит из четырех взаимосвязанных этапов: 
- формулировка целей моделирования;

- определение объекта моделирования;

- выбор структуры (структурный синтез) модели;

- идентификация модели.

Объектом называется реально существующий процесс, выбираемый для моделирования.

При определении объекта моделирования осуществляется его локализация во времени, в пространственных и параметрических координатах.

Локализация объекта во времени состоит в выборе временного интервала функционирования объекта. Для агрегатов периодического действия – это длительность рабочего цикла или его фазы; для агрегатов непрерывного действия – это время процесса в одной технологической цепочке или зоне обработки.

Локализация объекта в пространственных координатах заключается в определении технологических границ, состава основных и вспомогательных агрегатов, направлений материальных и энергетических потоков.

Локализация объекта в параметрических координатах включает в себя выделение совокупности входных переменных Х1, Х2, …, Хn, управляющих воздействий U1, U2, …, Uk, влияющих на процесс, выходных переменных Y1, Y2, …, Ym, характеризующих протекание процесса, а также внутренних параметров модели P1, P2, …, Pl.

Управляющие воздействия U1, U2, …, Uk являются целенаправленно изменяемыми переменными и формируются на основе информации о входных переменных, которые называются управляемыми. Остальные входные переменные относятся к возмущающим воздействиям, а выходные переменные – к неуправляемым.

Внутренние параметры модели – это внутренние характеристики объекта, не зависящие от процесса моделирования, например, конструктивные параметры агрегатов, теплофизические свойства объектов и т.п.

Возмущающие воздействия и неуправляемые переменные могут быть контролируемыми (наблюдаемыми) и неконтролируемыми (ненаблюдаемыми). 

Основными требованиями к выбору объекта моделирования является возможность получения информации о его состоянии (наблюдаемость объекта) и целенаправленного воздействия на его состояние (управляемость объекта).

Следующий этап ( структурный синтез модели ( включает в себя: 
а) выбор математической структуры (дифференциальные, алгебраические уравнения, регрессионные уравнения и др.); 
б) определение входных и выходных переменных, вектора внутренних параметров модели и вектора управления; 
в) запись уравнений взаимосвязи между выходными переменными, входными воздействиями, управлениями и внутренними параметрами на основе физико-химических закономерностей процесса.

Эффективность математической модели определяется следующими характеристиками:
- адекватность модели – соответствие математической модели объекту в отношении отражения заданных свойств объекта;
- степень целенаправленности поведения модели, в соответствии с которой модели могут быть разделены на одноцелевые и многоцелевые, модели с управлением и без управления;
- сложность, которую можно оценить по общему числу элементов в системе и связей между ними;
- целостность, которая указывает на то, что создаваемая модель является одной общей системой, включает в себя большое количество составных частей, находящихся в сложной взаимосвязи друг с другом;
- неопределенность, которая проявляется в системе, оценивается энтропией и позволяет в ряде случаев оценить количество управляющей информации для достижения заданного состояния системы;
- поведенческая стратегия, которая позволяет оценить эффективность достижения системой поставленной цели. Для количественной оценки эффективности управления используются критерии качества;
- адаптивность (приспособляемость) к различным внешним возмущающим факторам в широком диапазоне изменения воздействий внешней среды;
- управляемость модели, вытекающая из необходимости обеспечивать управление со стороны экспериментов для получения возможности рассмотрения протекания процесса в различных условиях, имитирующих реальные (например, управление технологическим процессом в нормальном и в предаварийном состоянии);
- возможность развития модели, которая позволяет создавать мощные системы моделирования для исследования многих сторон функционирования реального объекта. Модель должна быть открытой и позволять включение в ее состав новых подмоделей или подсистем управления.

Математическая модель процесса или явления в общем виде представляется зависимостью: 
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где 
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 – вектор–функция, зависящая от управляющих воздействий, входных переменных и внутренних параметров; 
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[image: image4.wmf](

)

n

X

X

X

X

,

,

,

2

1

K

=

 – вектор входных переменных; 
[image: image5.wmf](

)

k

U

U

U

U

,

,

,

2

1

K

=

 – вектор управляющих воздействий; 
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 – вектор внутренних параметров.

наиболее полное отображение процессов в реальных объектах дают системы алгебраических (статика процессов) и дифференциальных уравнений (динамика процессов), которые широко используются в математическом моделировании.

В основе методологии построения математических моделей стохастических процессов и зависимостей, отражающих взаимосвязи между данными, полученными экспериментальным путем лежит теория случайных величин и регрессионный анализ. 

Случайной величиной называется величина, которая в результате одного и того же опыта может принять то или иное заранее неизвестное значение. Случайные величины могут быть дискретными (прерывными) и непрерывными. Дискретные случайные величины принимают изолированные числовые значения, отделенные друг от друга конечными интервалами (например: число попаданий при нескольких выстрелах, число появлений герба при нескольких подбрасывания монеты). Значения непрерывных случайных величин не могут быть заранее перечислены и непрерывно заполняют некоторый промежуток (например: ошибка измерения, дальность полета снаряда).

Всякое соответствие между возможными значениями случайной величины и вероятностями, с которыми эти значения принимаются, называется законом распределения случайной величины. Закон распределения количественно может выражаться в следующих формах: табличной, графической и аналитической. 

При количественном описании закона распределения вероятностей можно воспользоваться вероятностью события  X < x, где x – текущая переменная. Вероятность этого события, есть некоторая функция x. Эта функция называется функцией распределения случайной величины X 

	
	F(x) = P(X<x).
	(2.2)


Одной из форм закона распределения непрерывной случайной величины является плотность распределения вероятностей f(x). Она связана с функцией распределения формулой
	
	f(x) = F'(x).
	(2.3)


Для решения большинства практических задач закон распределения, т.е. полная характеристика случайной величины, неудобен для использования. Поэтому чаще применяют числовые характеристики случайной величины, определяющие основные черты закона распределения. Наиболее распространенными из них являются математическое ожидание, дисперсия и среднее квадратическое отклонение. 

Математическое ожидание непрерывной случайной величины определяется следующим образом:
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Дисперсия D[X] и среднее квадратическое отклонение определяют рассеяние случайной величины около её математического ожидания и вычисляются по формулам
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В практических применениях теории вероятностей очень часто приходится сталкиваться с задачами, в которых результат опыта описывается не одной, а двумя и более случайными величинами, образующими комплекс или систему.

Свойства системы нескольких случайных величин не исчерпываются свойствами отдельных величин, ее составляющих, они включают также взаимные связи (зависимости) между случайными величинами называемые корреляцией, т.е. корреляция – это связь между двумя или несколькими величинами или исследуемыми объектами. 
Корреляция бывает двух видов: детерминированная (определяется строгими закономерностями и обычно описывается физико-химическими формулами) и стохастическая (случайная, вероятностная – проявляется в том, что одна из величин влияет на изменение другой изменениями своего закона распределения).

Характеристикой системы двух случайных величин, описывающей связь между ними является коэффициент корреляции:
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где  mx, my – сокращенное обозначение математического ожидания величины  Х  и  Y, соответственно. mx=M[X],  my=M[Y]. Если rxy=0, то корреляционная связь между величинами отсутствует.

Зависимость между случайными величинами называется регрессией. Она понимается как зависимость между математическими ожиданиями этих величин.

Форма связи между случайными величинами определяется линией регрессии, показывающей, как в среднем изменяется величина Y при изменении величины Х, что характеризуют условным математическим ожиданием  my/x величины Y, вычисляемым при  Х=х. Таким образом, кривая регрессии Y на Х есть зависимость условного математического ожидания Y от известного значения Х.

Задача регрессионного анализа ставится следующим образом: для каждого i-того опыта имеется набор значений входных параметров X1i, X2i,…,Xni. и соответствующего этому набору значений выходного параметра Yi. 

Необходимо определить зависимость выходного параметра Y от входных факторов X1i, X2i, …, Xni, которая в случае, например, линейной связи может иметь следующий вид:

	
	Y = b0 + b1X1 + b2X2 + …+ bnXn.
	


Такая зависимость называется линейной регрессией. Любая другая зависимость называется нелинейной регрессией.

Задача сводится к тому, чтобы при измеренных во время опытов значениях входных переменных  X1, X2, …, Xn и выходной переменной Y определить коэффициенты уравнения регрессии  b0, b1, b2, …bn, которые с определенной степенью вероятности будут отражать влияние аргументов X1, X2, …, Xn на Y.

Регрессионная зависимость вида  Y=f(Xi)  называется однофакторной или парной и описывает связь между двумя переменными: входной Х и выходной Y.

Регрессионная зависимость вида  Y=f(X1, X2, …, Xn) называется многофакторной или множественной и описывает связь между несколькими входными  X1, X2, …, Xn и одной выходной Y.

Построение и исследование регрессионной модели можно разбить на четыре этапа.

1 этап. Исследование стохастической связи между рассматриваемыми величинами. Для этого, нужно определить по значению rxy существует ли корреляционная связь между  Х  и  Y.

2 этап. Выбор вида уравнения регрессии. Вид уравнения регрессии выбирается исходя из особенностей изучаемой системы случайных величин. Одним из возможных подходов при этом является экспериментальный подбор типа уравнения регрессии по соответствующим критериям адекватности. В случае же, когда имеется определенная априорная (доопытная) информация об объекте, более эффективным является использование для этой цели теоретических представлений о процессах и типах связей между изучаемыми параметрами. 

3 этап. Расчет параметров (коэффициентов) уравнения регрессии. Для определения параметров (коэффициентов) уравнения регрессии, используется метод наименьших квадратов (МНК). Сущность метода заключается в том, что выбирается такая линия регрессии, при которой сумма квадратов разностей между экспериментальными значениями выходной переменной Yi, полученными на объекте, и значениями рассчитанными по выбранной регрессионной формуле (модели) 
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где n – количество экспериментальных данных; 
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e – критерий близости модели и объекта (отклонения Yi от оцененной линии регрессии), называемый невязкой модели.
Задача построения линейной модели сводится к минимизации функции невязки следующего вида:
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В качестве нелинейных регрессионных моделей чаще всего используются полиномы разной степени

Yi = b0+ b1Xi + b2Xi2 + b3Xi3 + …+ bmXmm-1.
4 этап. Проверка адекватности структуры модели. О степени адекватности структуры модели можно судить по значению коэффициента корреляции r или корреляционного отношения (, гистограмме распределения остатков и содержательному анализу остатков модели [10].
Коэффициент корреляции r характеризует степень тесноты линейной связи между  
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где n – число экспериментальных данных. Коэффициент корреляции изменяется от  –1 до +1.  

Корреляционное отношение (  характеризует степень тесноты нелинейной связи между переменными 
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где 
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 – текущее значение, вычисленное по математической модели значение параметра Y; Yi – текущее значение, полученное на объекте; 
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 – выборочное среднее значение, которое вычисляется по формуле
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Корреляционное отношение изменяется от 0 до +1.

Следует иметь в виду, что коэффициент корреляции является частным случаем корреляционного отношения и используется обычно только при исследовании линейных моделей. Диапазон изменения коэффициента корреляции (корреляционного отношения) указывает на корреляцию (связь) между 
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Гистограмма распределения остатков модели строится следующим образом. Весь диапазон изменения остатков (от минимального из остатков до максимального) разбивается на несколько равных интервалов или поддиапазонов (в зависимости от размера выборки), которые откладываются на оси абсцисс. Далее на оси ординат отмечается число попаданий остатка в каждый интервал или поддиапазон. Число попаданий ошибки можно откладывать как в натуральных показателях, так и в процентном соотношении. При адекватности модели реальному объекту гистограмма распределения приобретает колоколообразный вид, при неадекватности модели она имеет несимметричный характер или второй горб (рис. 2.1).
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	Рис. 2.1. Гистограмма распределения остатков


Содержательный анализ остатков модели состоит в построении распределения остатков модели в зависимости от входного параметра Х. Попадание большинства данных в горизонтальную полосу, расположенную симметрично оси OX, свидетельствует об адекватности модели.

Методика выполнения работы
По территориям региона приводятся данные за 199X г. (табл. 2.1).
Таблица 2.1
Данные по регионам
	Номер 
региона
	Среднедушевой прожиточный минимум в день одного трудоспособного, руб., x
	Среднедневная заработная плата, руб., y

	1
	78
	133

	2
	82
	148

	3
	87
	134

	4
	79
	154

	5
	89
	162

	6
	106
	195

	7
	67
	139

	8
	88
	158

	9
	73
	152

	10
	87
	162

	11
	76
	159

	12
	115
	173


1. Для определения степени тесноты связи обычно используют линейный коэффициент корреляции:
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где 
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 – выборочные дисперсии переменных x и y. 
Соответствующие средние значения определяются по формулам:
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Дисперсию также можно рассчитать по формуле
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Для расчета коэффициента корреляции (2.12) строим расчетную таблицу (рис. 2.2).
По данным таблицы находим:
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	Рис. 2.2. Результаты расчета текущих значений


Последние три столбца таблицы заполняются после получения уравнения регрессии!
Таким образом, между заработной платой (y) и среднедушевым прожиточным минимумом (x) существует прямая достаточно сильная корреляционная зависимость.

Для оценки статистической значимости коэффициента корреляции рассчитывают двухсторонний t-критерий Стьюдента:

	
	
[image: image47.wmf]2

1

2

xy

xy

r

n

r

T

-

-

=

,
	(2.17)


который имеет распределение Стьюдента с k=n–2 и уровнем значимости ( (приложение 1).
Значения Ткрит можно получить в MS Excel с помощью функции 
СТЬЮДРАСПОБР(вероятность; степени_свободы).
В нашем случае
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Поскольку Тнабл > Ткрит, то коэффициент корреляции существенно отличается от нуля.

Таким образом, между переменными x и y имеет существенная корреляционная зависимость. Будем считать, что эта зависимость является линейной. Модель парной линейной регрессии имеет вид
	
	y=(0 + (1x + (,
	(2.18)


где y – зависимая переменная (результативный признак); x – независимая (объясняющая) переменная; ( – случайные отклонения, (0 и (1 – параметры уравнение регрессии.

2. По выборке ограниченного объема можно построить эмпирическое уравнение регрессии:

	
	
[image: image50.wmf]x

b

b

Y

1

0

~

+

=

,
	(2.19)


где b0 и b1 – эмпирические коэффициенты регрессии. 

Для оценки параметров регрессии обычно используют метод наименьших квадратов (2.8). 
Необходимым условием существования минимума функции двух переменных (2.8) является равенство нулю ее частных производных по неизвестным параметрам b0 и b1. В результате получаем систему нормальных уравнений:
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Решая систему (2.20), найдем
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По данным таблицы находим
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Получено уравнение регрессии:
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Величина параметра b1 показывает среднее изменение результата с изменением фактора на одну единицу. В рассматриваемом случае, с увеличением среднедушевого минимума на 1 руб. среднедневная заработная плата возрастает в среднем на 0,92 руб.
По исходным данным также построен точечный график зависимости y(x) с выводом линейного уравнения тренда и коэффициентом R2 (рис. 2.3).
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	Рис. 2.3. Точечная диаграмма
с выводом уравнения тренда и коэффициента R2


Проверка адекватности моделей, построенных на основе уравнений регрессии, начинается с проверки статистической значимости каждого коэффициента регрессии. Для этого вычислим сначала стандартную ошибку регрессии
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В нашем случае


[image: image59.wmf].

55

,

12

10

92

,

1574

=

=

S


Значимость коэффициентов регрессии осуществляется с помощью 
t-критерия Стьюдента:

	
	
[image: image60.wmf]2

i

b

i

s

b

T

=

,
	(2.25)


где 
[image: image61.wmf]2
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 – дисперсия коэффициента регрессии.
Для коэффициента b1 оценку дисперсии можно получить по формуле
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В нашем случае
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Следовательно,
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Отметим, что для парной линейной регрессии t-критерий для коэффициента корреляции rxy и коэффициента регрессии b1 совпадают.

Для коэффициента b0 оценку дисперсии можно получить по формуле:
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Тогда
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Критическое значение критерия было уже найдено 
[image: image68.wmf]23

,

2

крит

=

T

. 
Поскольку 
[image: image69.wmf]крит

29

,

3

1

T

T

b

>

=

 и 
[image: image70.wmf]крит

18

,

3

0

Т

T

b

>

=

, то коэффициенты регрессии значимы отличаются от нуля. 

Для проверки модели на адекватность также построим гистограмму распределения ее остатков. Сделаем это следующим образом. Составим диапазон изменения остатков, определим их минимальное и максимальное значения с помощью функций МАКС() и МИН(). Затем весь диапазон изменения остатков разобьем на 6-8 равных поддиапазонов и рассчитаем число попаданий ошибки (остатков) в каждый поддиапазон.

Все границы интервалов необходимо записать в отдельную строку или столбец (рис. 2.4).
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	Рис. 2.4. Результат нахождения минимального и максимального
значений ошибки и карманов


Далее для построения гистограммы распределения остатков выбираем команду Данные ( Анализ данных (если этой опции не будет, необходимо выбрать в Другие команды… команду Надстройки... и в появившемся диалоговом окне выбрать Пакет анализа и нажать кнопку Перейти…, отметить флажком опцию Пакет анализа). В появившемся диалоговом окне Анализ данных выбираем опцию Гистограмма.

В диалоговом окне Гистограмма (рис. 2.5) в поле Входной интервал необходимо выбрать интервал, в котором находится диапазон ошибок (Н2:Н13), в поле Интервал карманов – диапазон значений отрезков поддиапазонов. Отметить флажком Вывод графика.
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	Рис. 2.5. Построение гистограммы распределения остатков модели


Результаты построения приведены на рис. 2.6. На автоматически построенном графике уберите Легенду и Боковые зазоры.
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	Рис. 2.6. Гистограмма распределения остатков


Для проверки модели на адекватность также построим график содержательного анализа остатков модели в зависимости от входной переменной Х. Для этого построим точечный график по диапазону ячеек в столбцах В2:В13 и Н2:Н13 (рис. 2.7). 
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	Рис. 2.7. График содержательного анализа остатков модели


По полученным результатам сделайте выводы об адекватности построения модели экспериментальным данным.
Задачи регрессионного анализа можно решать с использованием ЭВМ. Например, в программе MS Excel достаточно ввести свои данные и использовать пакет Анализ данных. Опишем кратко последовательность действий:

а) проверьте доступ к пакету анализа. В главном меню последовательно выберите Сервис/Надстройки. Установите флажок Пакет анализа;
б) в главном меню выберите Сервис/Анализ данных/Регрессия. Щелкните по кнопке ОК;
в) заполните диалоговое окно ввода данных и параметров вывода:

- Входной интервал Y – диапазон, содержащий данные результативного признака;

- Входной интервал X – диапазон столбцов, содержащие значения факторов независимых признаков.

Результаты регрессионного анализа представлены на рисунке 2.4.
Сравните стандартную ошибку регрессии и Т-статистики коэффициентов с полученными значениями, показанными на рисунке 2.8!!!
3. Оценку качества построенной модели дает коэффициент детерминации.

Коэффициент детерминации для линейной модели равен квадрату коэффициента корреляции
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	Рис. 2.8. Результаты выполнения Анализа данных в Excel


Это означает, что 52% вариация заработной платы (y) объясняется вариацией фактора x – среднедушевого прожиточного минимума.
Значимость уравнения регрессии проверяется при помощи F-критерия Фишера, для линейной парной регрессии он будет иметь вид
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где F подчиняется распределению Фишера с уровнем значимости ( и степенями свободы k1=1 и k2=n–2.

В нашем случае
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Критическое значение F-критерия равно
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Поскольку Fнабл > Fкрит, то признается статистическая значимость построенного уравнения регрессии. 
Значения Fкрит можно получить в MS Excel с помощью функции 
FРАСПОБР (вероятность; степени_свободы1; степени_свободы2).
Отметим, что для линейной модели F- и t-критерии связаны равенством 
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4. Полученные оценки уравнения регрессии позволяют использовать его для прогноза. 
Прогнозное значение yp определяется путем подстановки в уравнение регрессии (2.23) соответствующего (прогнозного) значения хp. В нашем случае прогнозное значение прожиточного минимума составит: 
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 руб., тогда прогнозное значение среднедневной заработной платы составит:
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Средняя стандартная ошибка прогноза вычисляется по формуле
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В нашем случае
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Предельная ошибка прогноза, которая в 95% случаев не будет превышена, составит: 
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Доверительный интервал прогноза
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или 
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Выполненный прогноз среднемесячной заработной платы оказался надежным ((=0,95), но неточным, т.к. относительная точность прогноза составила 
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Порядок выполнения работы

1. Изучить:
- понятия модели, моделирования, регрессионного анализа, случайной величины, корреляции;

- виды регрессионных зависимостей;

- сущность метода наименьших квадратов;

- методы проверки адекватности структуры модели.

2. Рассчитать линейный коэффициент парной корреляции, оценить его статистическую значимость. Сопоставить в отчете коэффициенты, рассчитанные по формулам 2.12-2.15 и функциями MS Excel. Рассчитать также для одного столбца дисперсию по формуле (2.16). 

3. Построить линейное уравнение парной регрессии y на x и оценить статистическую значимость параметров регрессии. Сделать рисунок с помощью точечной диаграммы с выводом уравнения тренда и коэффициента R2, гистограмму и график распределения остатков полученной модели.
4. Оценить качество уравнения регрессии при помощи коэффициента детерминации. Проверить качество уравнения регрессии при помощи 
F-критерия Фишера.

5. Выполнить прогноз заработной платы y при прогнозном значении среднедушевого прожиточного минимума x, составляющем 107% от среднего уровня. Оценить точность прогноза, рассчитав ошибку прогноза и его доверительный интервал для уровня значимости (=0,05.

6. Оформить отчет о выполненной работе.

Варианты заданий
Определить зависимость y(x) (x – входной параметр; y – выходной параметр), используя индивидуальные задания, приведенные в прилагаемом файле Var_Lab2.xls. В таблице 2.2 приведены варианты входных и выходных параметров. Вариант определяется по последней цифре в номере зачетной книжки.
Таблица 2.2
Варианты заданий по построению парной регрессии

	Вариант
	Входной параметр x
	Выходной параметр y

	1
	Высота настыли, см
	Выход пены, кг

	2
	Напряжение анодного эффекта, В
	Выход пены, кг

	3
	Баланс пека, %
	Выход пены, кг

	4
	Высота настыли, см
	Куски, шт.

	5
	Напряжение анодного эффекта, В
	Куски, шт.

	6
	Коэффициент текучести анодной массы, относ. ед.
	Куски, шт.

	7
	Баланс пека, %
	Сила тока, кА

	8
	Уровень металла, см
	Сила тока, кА

	9
	Уровень электролита, см
	Сила тока, кА

	10
	Количество фракции крупка 1 в шихте, %
	Механическая прочность, МПа

	11
	Количество фракции крупка 2 в шихте, %
	Механическая прочность, МПа

	12
	Пористость, %
	Механическая прочность, МПа

	13
	Температура шихты, °С
	Разрушаемость анодной массы, мг/см2·ч

	14
	Расстояние колокол-электролит, см
	Разрушаемость анодной массы, мг/см2·ч 

	15
	Высота настыли, см
	Криолитовое отношение, относ. ед.

	16
	Сила тока, кА
	Частота анодных эффектов, шт./сут.


Контрольные вопросы и задания

1. Что такое математическая модель и объект?

2. Сформулировать в чем заключается задача регрессионного анализа. 

3. Какую величину называют случайной? Описать основные типы случайных величин.

4. Что такое закон распределения случайной величины?
5. Назвать виды регрессионных зависимостей.

6. Какая характеристика служит для оценки качества линейной модели? Какие она может принимать значения?

7. Описать сущность МНК.

8. Какая характеристика служит для оценки качества нелинейной модели? Какие она может принимать значения?

9. Что такое корреляция. Какие виды корреляции вы знаете? 

10. Можно ли считать, что математическая модель и линия регрессии одно и тоже? Как строится линия регрессии?

11. Описать метод построения гистограммы.

12. В чем заключается содержательный анализ остатков модели?

13. В каких случаях используется корреляционный коэффициент, а в каких корреляционное отношение, как критерий адекватности модели?

14. Назвать этапы построения и исследования регрессионной модели.

15. Каковы методы проверки адекватности структуры модели?

Приложение 1
Критерии в задачах математической статистики
Кванти́ли распределе́ния Стью́дента (коэффициенты Стьюдента) – числовые характеристики, широко используемые в, таких как построение доверительных интервалов и проверка статистических гипотез (табл. 1).
Значения Ткрит (t(,k) можно получить в MS Excel с помощью функции 
СТЬЮДРАСПОБР(вероятность; степени_свободы), 

где вероятность – уровень значимости (( = 0,05);

степени_свободы – целое, указывающее число степеней свободы, т.е. количество значений в итоговом вычислении статистики, способных варьироваться (k=n–2).
Распределе́ние Фи́шера – это двухпараметрическое семейство абсолютно непрерывных распределений (табл. 2).

Значения F(k1, k2) можно получить в Excel с помощью функции 
FРАСПОБР (вероятность; степени_свободы1; степени_свободы2), 

где вероятность – уровень значимости (( = 0,05);

степени_свободы1 – целое, указывающее число степеней свободы (k1=1);

степени_свободы1 – количество значений в итоговом вычислении статистики, способных варьироваться (k2=n–2).

Критерий Пирсона, или критерий χ² – наиболее часто употребляемый критерий для проверки гипотезы о законе распределения.
Критическое значение (табл. 3) 
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 можно найти с помощью встроенной  функции Excel 
ХИ2ОБ(вероятность; степени_свободы), 

где вероятность – уровень значимости (( = 0,05);

степени_свободы – целое (d = m(l(1, где m ( количество подынтервалов; l ( число параметров распределения: для нормального закона l = 2).
Критерий Кохрена – используют при сравнении трёх и более выборок одинакового объёма n (табл. 4).
Критические значения критерия t-Стьюдента
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Критические значения критерия F-Фишера

р=0,05
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р> = 0,01
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Критические значения критерия (2
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Критерий Кохрена – используют при сравнении трёх и более выборок одинакового объёма n (табл. 4).
Таблица 4
Критические значения коэффициента Кохрена (G-критерия)
для доверительной вероятности p=95% и числе степеней свободы v
	Число
измерений, k
	Число степеней свободы, v

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	8
	10
	16
	36
	(

	2
	9985
	9750
	9392
	9057
	8772
	8534
	8159
	7880
	7341
	6602
	5000

	3
	9669
	8709
	7970
	7454
	7071
	6771
	6333
	6025
	5466
	4748
	3333

	4
	9065
	7679
	6841
	6287
	5895
	5598
	5175
	4884
	4366
	3720
	2500

	5
	8412
	6838
	5981
	5441
	5065
	4783
	4387
	4118
	3645
	3066
	2000

	6
	7898
	6161
	5321
	4803
	4447
	4184
	3817
	3568
	3135
	2612
	1667

	7
	7271
	5612
	4800
	4307
	3974
	3726
	3384
	3154
	2756
	2278
	1429

	8
	6798
	5157
	4377
	3910
	3595
	3362
	3043
	2829
	2462
	2022
	1250

	9
	6385
	4775
	4027
	3584
	3276
	3067
	2768
	2568
	2226
	1820
	1111

	10
	6020
	4450
	3733
	3311
	3029
	2823
	2541
	2353
	2032
	1655
	1000

	12
	5410
	3924
	3264
	2880
	2624
	2439
	2187
	2020
	1737
	1403
	833

	15
	4709
	3346
	2758
	2419
	2195
	2034
	1815
	1671
	1429
	1144
	0667

	20
	3894
	2705
	2205
	1921
	1735
	1602
	1422
	1303
	1108
	0879
	0500

	24
	3434
	2354
	1907
	1656
	1493
	1374
	1216
	1113
	0942
	0743
	0417

	30
	2929
	1980
	1593
	1377
	1237
	1137
	1001
	0921
	0771
	0604
	0333

	40
	2370
	1576
	1259
	1082
	0968
	0887
	0795
	0713
	0595
	0462
	0250

	60
	1737
	1131
	0895
	0765
	0682
	0623
	0552
	0497
	0411
	0316
	0167

	120
	0998
	0632
	0495
	0419
	0371
	0337
	0292
	0266
	0218
	0165
	0083

	Все значения G-критерия меньше единицы, поэтому в таблице приведены лишь десятичные знаки, следующие после запятой, перед которой при пользовании таблицей нужно ставить ноль целых.
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